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Rapport du jury 2017 :

Comme souvent en analyse, il peut étre opportun d’illustrer dans cette legon
un exemple ou un raisonnement a ’aide d’un dessin. Il faut savoir faire la dis-
tinction entre propriétés locales (caractérisation d’un extremum) et globales
(existence par compacité, par exemple). Dans le cas important des fonctions
convexes, un minimum local est également global. Les applications de la mi-
nimisation des fonctions convexes sont nombreuses et elles peuvent illustrer
cette legon. L’étude des algorithmes de recherche d’extremums y a toute sa
place : méthode de gradient, preuve de la convergence de la méthode de gra-
dient & pas optimal, . . . Le cas particulier des fonctionnelles sur R™ de la
forme 1}) 2 < Azlx > — < blz >, ou A est une matrice symétrique définie po-
sitive, ne devrait pas poser de difficultés. Les problémes de minimisation sous
contrainte amenent a faire le lien avec les extremums liés, la notion de multi-
plicateur de Lagrange et, la encore, des algorithmes peuvent étre présentés et

analysés. A ce sujet, une preuve géométrique des extrema liés sera fortement
valorisée par rapport a une preuve algébrique, formelle et souvent mal mai-
trisée. Les candidats pourraient aussi étre amenés a évoquer les problemes de
type moindres carrés, ou, dans un autre registre, le principe du maximum et
ses applications.

Rapport du jury 2018 :

Comme souvent en analyse, il est tout a fait opportun d’illustrer dans cette
lecon un exemple ou un raisonnement a l’aide d’un dessin. Il faut savoir faire
la distinction entre propriétés locales (caractérisation d’un extremum) et glo-
bales (existence par compacité, par exemple). Dans le cas important des fonc-
tions convexes, un minimum local est également global. Les applications de la

minimisation des fonctions convexes sont nombreuses et elles peuvent illustrer
cette lecon. L’étude des algorithmes de recherche d’extremums y a toute sa
place : méthode du gradient et analyse de sa convergence, méthode a pas opti-
mal,... Le cas particulier des fonctionnelles sur R™ de la forme 1/2(Az|z)— bi [)
ol A est une matrice symétrique définie positive, ne devrait pas poser de

ficultés (la coercivité de la fonctionnelle pose probléme & de nombreux can-

didats). Les problemes de minimisation sous contrainte amenent a faire le

lien avec les extrema liés et la notion de multiplicateur de Lagrange. A ce
sujet, une preuve géométrique des extrema liés sera fortement valorisée par
rapport a une preuve algébrique, formelle et souvent mal maitrisée. Enfin, la
question de la résolution de ’équation d’Euler-Lagrange peut donner 'oppor-
tunité de mentionner la méthode de Newton. Les candidats pourraient aussi
étre amenés a évoquer les probléemes de type moindres carrés, ou, dans un
autre registre, le principe du maximum et ses applications.

Remarque 1. Ici, on se donne f : E — R avec E un R-ev normé. On
cherche a minimiser/maximiser [ sur une partie C' de E. Quitte d regarder
—f, on peut parfois ne regarder que les minima.

Remarque 2. Cadre : E est un R-evn de dimension finie, C C E, f: E — R,
acC.

1 Existence et unicité

1.1 Définitions

Définition 3 (Rouvieére p370).
mum,).

Maximum local, global, strict (resp mini-

Remarque 4. Extremum signifie maximum ou minimum.

Exemple 5. Une fonction admettant un minimum local non strict. (z,y) —
]
Une fonction admettant un minimum global strict. Une norme.

Exemple 6. sin admet un minimum local et global (non strict).

1.2 Compacité

Proposition 7 (Gourdon p31). Une application continue sur un compact est

bornée et atteint ses bornes.

Application 8. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. ( ?)

Application 9 (Gourdon p34). Sid(f(z), f(y)) < d(z,y) ot f : E — E avec
E compact alors f admet un unique point fize.

Application 10 (Gourdon p33). [Pommellet p296] Pour C' un compact de
E et F un fermé de E disjoint de C, la fonction x € C — d(x, F) atteint son

minimum d(C, F). (La distance d’un point a d une partie fermée non vide
d’un evn de dimension finie est atteinte.



Contre exemple 11 (Gourdon p33). Contre exemple en dimension infinie.

Prendre E ’ensemble des suites munies de la norme infinie, F = {X,,n €
N} ou X, est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-iéme qui vaut
14+1/2n, et K = {0}. Alors d(K, F) =1 et pourtant d(K, X,,) = 14+1/2n > 1.

Application 12 (Pommellet p296). [OA p30] Polynéme de meilleure ap-
proximation.

Proposition 13 (Pommellet p295). [Rouviére] Une fonction continue et coer-
cive est minorée et atteint son minimum.

Exemple 14. Toute norme sur E est coercive.
Exemple 15. x — % < Ax,x > — < b,x > est coercive.

Contre exemple 16. Une forme linéaire n’est pas coercive.

Contre exemple 17 (Allaire p293). Contre exemple en dimension infinie :
Prendre f:x € 1? — (||z|lr — 1)2+ 3 |aa|/(n + 1).

Proposition 18. Pour K compact, F fermé, il existe x,y tels que d(z,y) =

d(K, F).

1.3 Convexité

Proposition 19 (Romb p242). Si une fonction convexe sur I admet un mi-
nimum local en un point a de I alors ce minimum est global.

Contre exemple 20. Double puits.

Remarque 21. Par contre, pour une fonction conveze, il n’y a pas forcément
existence d’un minimum (x — x) ni unicité quand il existe (x — 0).

Proposition 22 (OA p30). Si f est une application strictement convexe sur
un conveze C' alors il existe au plus un point x de C minimisant f sur C'.

Contre exemple 23. Mais pour une fonction strictement convezxe, il n'y a
pas forcément existence d’un minimum : exp(x).

Exemple 24. z +— % < Ax,x >+ < b,x > admet un unique minimum.

Proposition 25 (OA p26). Les ensembles de niveau d’une fonction convezxe
sont convezxes.

Application 26 (OA p30). L’ensemble des points réalisant le minimum est
un conveze.

Proposition 27 (Bernis). FEllipsoide de John Loewner.

Application 28. Sous-groupes mazimaux de GL,(R).

1.4 Extremum sur un Hilbert

Théoréme 29 (Hirsch p79). Théoréme de projection sur un conveze fermé
(minimise la distance) : Soit C' un convexe fermé. Alors pour tout x € E il

existe un unique p(x) € C tel que pour touty € C on ait : < x—y,p(x)—y ><
0.
Le projeté minimise aussi la distance : ||z — p(z)|| = d(x, C).

Proposition 30 (Hirsch p80). On a |p(x) —p(y)| < |z —y|. L application de
projection est 1-Lipschitzienne, donc continue sur E. (Inutile ?)

Proposition 31 (Hirsch p80). Si C' est un sev fermé, alors p est linéaire,
donc linéaire continue. Détailler plus le théoréme.

Application 32. Pour F un sevde E, E =F & F+.
Application 33 (Rouviere p384). Moindres carrés.

Application 34 (FGN analyse 2 p22). Minimisation d’une intégrale.

Application 35 (Testard p265). Théoréme de Motzkin. Si U C R™ est un

fermé. Alors on a : U est conveze si et seulement siVe € U,y € U — |ly—z||
atteint son minimum en un unique point de U.

Théoréme 36 (Hirsch p84). Théoréme de Lax Milgram dans le cas d’une
fonctionnelle continue.

Application 37. Une EDP.

Proposition 38. Optimisation dans un Hilbert : Soit H un espace de Hilbert,
C une partie non-bornée de H, et f : C'— R une fonction continue, coercive,
et convexe. Alors f atteint son minimum dans C.

1.5 Extremum et propriété de la moyenne

Remarque 39. On suppose pour cette partie que E = C et que f est holo-
morphe sur Q2 € C, avec ) connexe.

Définition 40 (OA p72). Propriété de la moyenne.

Exemple 41 (OA p72). Les fonctions holomorphes vérifient la propriété de
la moyenne.

Proposition 42 (OA p72). Principe du mazimum local.
Proposition 43 (OA p72). Principe du mazimum global.

Contre exemple 44 (OA p73). Il peut exister des minima locauz : z — a
sur D(0,1).

Application 45 (OA p80). Si f est holomorphe, f(0) =1, et |f(z)| > 2 sur
le cercle unité alors f s’annule sur le disque unité.

Application 46 (Testard p231). [Pabion/ Lemme de Schwarz.
Application 47 (Pabion p79). Théoréme de d’Alembert Gauss.



2 Caractérisation et propriétés d’un extremum
local
2.1 Conditions du premier ordre

Proposition 48 (OA pl6). Condition nécessaire de minimalité locale.
Définition 49 (OA pl7). Point critique.

Exemple 50 (Pommellet p298). U ouvert relativement compact de R™, f €

C(U) nulle sur la frontiére de U. Alors il existe a € U tel que df(a) = 0.

Contre exemple 51 (OA pl7). 23 dont la dérivée et la dérivée seconde
s’annulent en 0 mais qui n’a pas de minimum en 0.

Contre exemple 52 (OA pl7). Fauz si pas ouvert : x € [0,1] — ¢.

Exemple 53. Ez de détermination & la main d’un extremum (on teste tous
les points critiques) Par exemple, f(x,y) = x? + vy + y> — 3z — 6y.

Pour f(x,y) = zy, (0,0) est un point critique mais n’est pas un extremum
car f(z,x) = 2% > 0 mais f(z,—x) <0.

Application 54 (OA pl7). Théoréme de Rolle.
Application 55 (OA pl7). Théoréme de Darbouz.

Remarque 56. Ces deux théorémes permettent de chercher les points cri-
tiques.

Application 57 (Rouviere). La suite des points de Fermat. ¢

Proposition 58 (OA p30). Réciproque vraie dans un cas particulier : Si la
fonction f est convere sur I et différentiable en un point a de l'intérieur tel
que df (a) =0 alors [ admet un minimum global en a.

2.2 Conditions du second ordre

Proposition 59 (OA pl8). Conditions nécessaires du second ordre.

Remarque 60 (Pommellet p298). Séparer conditions nécessaires et suffi-
santes du second ordre.

Contre exemple 61 (OA pl8). z +— 23, (z,y) — 22 — 3, (z,y) — 22 +y*.

Proposition 62 (Gourdon p317). [Pommellet p299] Notations de Monge et
étude de rt — % et r pour déterminer les extrema.

Cas particulier de n = 2 Soit a un point critique de f.

1. Sirt —s? >0 (i.e les deuz vp de grad(f(a)) sont # 0 et de méme signe

— Sir+t > 0 alors la matrice grad(f(a)) est définie positive et donc a est
un minimum global

— Sir 4+t <0 alors la matrice grad(f(a)) est définie négative et donc a
est un mazximum global

2. Sirt—s? <0 (i.e les deuz vp de gradf(a) sont # 0 et de signe contraire.
Alors a n’est un extremum local (si on note \y < 0 et Ao > 0 les vps associés
aux vecteurs propres hy et ha. Alors < gradf(a)hi,h1 >= Mi||h1]|? < 0 et

donc la matrice gradf (a) n'est pas positive, a n’est pas un minimum local. Et
en utilisant ho, on montre que a ne peut pas étre un maximum local.

3. Sirt —s% =0, on ne sait pas conclure.

Exemple 63 (Gourdon p317). f(z,y) = 2* +y* —2(z — y)2.

2.3 Optimisation sous contrainte

Remarque 64. On s’intéresse au probléme infx f ot K n’est pas ouvert (et
donc on ne peut pas appliquer les théorémes de localisation précédents)

Théoréme 65 (Gourdon). Théoréme des extrema liés.

Application 66 (Gourdon p321). SO,(R) est l’ensemble des éléments de
SL,(R) de norme minimale.

Application 67 (Gourdon p319). Inégalité arithmético-géométrique.

Application 68 (OA p2l).

symétriques.

Diagonalisation des endomorphismes

Application 69 (Rouviere p410). Inégalité de Hadamard.

Application 70 (Rouviere). Mise en boite optimale. Obtenir un pa-
rallélépipede rectangle d’aire minimum et de volume donné
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Application 71. Minimisation de la fonction f(x,y) = x* — y pour des

vecteurs de norme 1.

3 Recherche numérique d’extrema

3.1 Meéthode de Newton
Proposition 72 (Rouviere pl52). [Allaire p348][OA p23] Méthode de New-

ton. Chercher dans le Allaire.

Remarque 73 (Allaire p348). Pour trouver les points critiques, on applique
la méthode de Newton a f'

Remarque 74. Inconvénient : systéme linéaire a résoudre a chaque étape,
nécessité de connaitre la Hessiene, d’étre au départ proche de la solution.
Cette méthode nécessite la résolution d’un systéme linéaire a chaque étape.
En contrepartie, la convergence est quadratique.



3.2 Méthodes de descentes

Remarque 75. Soit U ouvert de RP | soit J € C*(U,R) admettant un unique
minimum en .

Remarque 76 (OA p22). On cherche & construire une suite convergeant
vers le minimum de f. Pour cela, on fire xg € U et un critére d’arrét e >
0, et tant que ||z, — x|| > €, on calcule un terme supplémentaire T,41 =

Ty — tpgrad(J(xy,)), ot t, > 0 est appelé pas et d,, € RP est la direction
de descente. On parle de méthode de gradient lorsque d,, = gradf(x,), & pas
constant lorsque t, = a =constante.

Remarque 77. On peut aussi choisir un pas mazximisant la descente, en
prenant pour tout n € N, t, = argmin(p > 0)J(z, + pgradf(x,)). Cette
méthode est appelée gradient d pas optimal.

Proposition 78 (Oa p22). Quand est ce qu’ils convergent...

3.3 Application : résolution de systémes linéaires

Remarque 79 (Romb analyse matricielle p214). On considére le systéme
linéaire Az = b, d’inconnue x € R? , ou A € M, ,(R), b € R™ donnés.

Proposition 80. Si A € ST, pour xy € R, la suite définie par 41 =
xk — agradf (xg) = x, + a(b — Azy) converge vers la solution de Az =b.

Proposition 81. Algorithme du gradient a pas optimal.

Définition 82 (Allaire Kaber). Si le systéme est incompatible, le probleme
aux moindres carrés revient a chercher ¥ = argmingegn||Ax — b||2.

Proposition 83. z est solution du probléeme auzx moindres carrés, si et seule-
ment si il vérifie A*Ax = b.

Théoréme 84. Le probléme aux moindres carrés posséde toujours une solu-
tion, et celle-ci est unique si et seulement si ker(A) = {0}.



